DEVOIR 2. VARIETES COMPLEXES ET CALCUL DIFFERENTIEL

Exercices avec % : remettre uniquement ces exercices (Exercices 3, 7, 10, 14, 16).

Exercices avec %y : pas a rendre, mais a essayer par vous-méme.

Exercices sans % : ce sont des exercices standards ; si vous ne les connaissez pas, il est important de les
apprendre.

1. RAPPEL SUR LES VARIETES DIFFERENTIELLES ET LE CALCUL DIFFERENTIEL

Exercice 1. Considérons le 2-tore T? et le difféomorphisme local ® : R? — T? défini par ®(6;,0) =
(627ri01 , 62‘“92).
(a) Donner une condition sur un champ de vecteurs X € I'(TR?) pour que ®, X définisse un champ
de vecteurs sur T?.
(b) En déduire que TT? ~ T? x R2.
(c) Plus généralement, montrez que l’espace tangent d’une variété de dimension n est trivial si et
seulement s’il existe n champs de vecteurs partout non nuls et linéairement indépendants en
chaque point.

Exercice 2. On définit la n-sphere par S™ := {z € R*T1 | 3" 2?2 =1}.
(a) Utiliser le théoréme des fonctions implicites pour montrer que S™ est une variété lisse de dimen-
sion n.
(b) Montrer que TS" ~ {(z,y) € R*"™! x R"*! | |z| = 1, (z,y) = 0}.
(c) Donner un difféomorphisme explicite entre TS" " et {z € C™ | 37, 27 = 1}.
(d) On note X A'Y le produit vectoriel dans R3. Montrer que, pour X,,Y, € T,S?, w,(X,,Y,) =
(p, X, A\ Y,) définit une 2-forme fermée non dégénérée sur S2.

Exercice 3 (Construction de fibré vectoriel). % Soit M une variété lisse munie d’'un recouvrement
ouvert M = |J,.; U; et soient v;; : U; N U; — GL(k,R) des applications lisses satisfaisant la condition
de cocycle

el

Vir(®) = i(@) - () Ve e U;NU; NU, (cc)
(en particulier, ¥;;(z) = Id et ¥;;(z) = ;;(z) 7).

(a) Utiliser ces applications 1);; pour construire un fibré vectoriel £ de rang k sur M avec ces cartes
de transition.
Indication : considérer l'ensemble | |,{(i,z,v) | i € I,z € U;,v € R*} et quotienter par une
relation adéquate.

(b) Montrer que si 'on se donne un autre systéme de fonctions de transition Jij :U;NU; — GL(k, R)
satisfaisant (cc), le fibré vectoriel obtenu E est isomorphe (comme fibré) & E si et seulement
’il existe des applications h; : U; — GL(k,R) telles que Jij(x) = hi(z)™' - i () - hy(2),
Ve e U; NU;.

(¢) Donner la trivialisation et les cartes de transition du fibré dual E* en fonction de celles de E.

Exercice 4. Soit M une variété et X,Y, Z € T'(T M) trois champs de vecteurs.

(a) Montrer que si [X, W] = 0 pour tout W € I'(T'M) alors X = 0.

(b) Montrer que ¢.[X,Y] = [¢.X, ¢.Y] pour tout ¢ € Diffeo(M).

(¢) En déduire I'identité de Jacobi [X,[Y, Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.

(d) Notons ¢;X,¢; € Diffeo(M) les flots respectifs de X et Y. Montrer que ¢;* et ¢¥ commutent
pour tout t, s assez petits si et seulement si [X,Y] = 0.

Exercice 5. Soit M une variété et X € I'(T'M) un champ de vecteurs. Nous allons démontrer la formule
de Cartan :
Lx =doix +txod.
(a) Montrer qu'il suffit d’établir la formule de Cartan sur les 0-formes (grace a la régle de Leibniz).
(b) Démontrer la formule de Cartan sur les O-formes.
(c) Soient o € T'(T* M) une 1-forme et X,Y € I'(TM). Montrer que do(X,Y) = X.a(Y)-Y.a(X)—
a([X, Y]).
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Exercice 6 (Théoréme de Frobenius). Y% Soit U C R™ un ouvert. Nous allons montrer ce qui suit :
soit D C TU un sous-fibré de rang non nul k < n. Pour tout p € U, il existe une sous-variété N C U
telle que p € N et T,N = D,, si et seulement si

VX, Y e (D), [X,Y]eT(D). (%)
(a) Montrer que (x) est une condition nécessaire.
(b) Soient Xy,---, X} C I'(D) un repere local. Utiliser () pour construire un repére local Y1, --- , Y3 €

I'(D) tel que [Y;,Y;] =0 pour tous i, j.
(¢) Conclure.

2. CONTEXTE COMPLEXE

Exercice 7. % Soit (M, J) une variété presque complexe.
(a) Montrer que le tenseur de Nijenhuis N;(X,Y) = 1([JX,JY] — J[JX,Y] - J[X,JY] — [X,Y])
est bien un tenseur (c’est-a-dire C°°(M)-linéaire).
(b) Montrer que 1M est stable par crochet de Lie si et seulement si N; s’annule identiquement.
(¢) En déduire que, pour toute structure presque complexe sur une variété M de dimension (réelle)
2, THOM est stable par crochet de Lie.

Exercice 8. Soit (M, .J) une variété complexe (c’est-a-dire que J est intégrable). Montrer que TH°M
est (naturellement) un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M.

Exercice 9. Soit (M, J) une variété complexe.
(a) Montrer que da = Ja. B
(b) En déduire quune (p,p)-forme réelle o € APP(M) N A* (M) est O-fermée (resp. exacte) si et
seulement si elle est 0-fermée. B
(¢) Formuler les lemmes de Poincaré pour 9 et pour 0.

Exercice 10. % Soit f : M — N une application holomorphe entre variétés complexes. Montrer que si
« est une (p, g)-forme sur N, alors f*a est une (p, g)-forme sur M. Donner un exemple ol cela échoue
si f n’est pas holomorphe. En déduire que f induit un homomorphisme

T HEY(N) — HY (M)

défini par f*[a] = [f*a] pour a € API(N) avec da = 0.
Exercice 11. %% Considérons Dapplication naturelle 7 : C"*!\ {0} — P définissant P™. Soit a €
APO(P™) une forme O-fermée (c’est-a-dire une p-forme holomorphe).

(a) Montrer que 7*« s’étend en une forme d-fermée B € APO(C™+1).

(b) Montrer que § est homogene (c’est-a-dire que pour A € C*, si 'on note par y)(z) = Az la

dilatation de C™**, alors 733 = f3).
(c) En écrivant 8 = >_; fr(z) dz;, montrer que cela implique f =0 sur C" 1.
(d) Conclure que Hg’O(IF’”) =0sip>0.

Exercice 12. Soit M une variété complexe compacte simplement connexe. Montrer que H>%(M) = 0.
Indication : étant donnée une 1-forme holomorphe o, on l'intégre le long de chemins a point de départ
fixé afin de définir une application holomorphe f : X — C avec df = a.

Exercice 13. Soit (M, J) une variété complexe. Pour toute 2-forme réelle J-invariante ¢ € A»1(M) N
A%(M), vérifier que by, € T((T*M)®?), défini par
by (X,Y) = ¥(X, JY),
est bilinéaire, J-invariant et symétrique. On dit que 9 est positive si by, est définie positive en chaque
point.
(a) Sur C", montrer que w := % Z?zl dz; N\ dZ; est positive ; en particulier que b,, est la métrique
standard sur C" ~ R2_”.
(b) Montrer que w = 1i99r? pour r* = > ;]2
(c) Plus généralement, pour un ouvert U C C", vérifier que si f € C?(U,R) est une fonction
strictement convexe, alors i00f est positive sur U.

Exercice 14. % Soit £ — M un fibré vectoriel complexe de rang k sur M, dont les fonctions de
transition par rapport & un recouvrement ouvert (Uy)o de M sont (gag)a,3. Montrer qu'une section
o: M — E de E peut étre identifiée & une famille (0,), d’applications lisses o, : U, — CF satisfaisant
Oa = gap 0 sur Uy, NUg.
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Exercice 15 (Le fibré tautologique et le fibré hyperplan). %% Soit L le fibré en droites complexes
7w : L — P" dont la fibre L, au-dessus d’un point & € P" est la droite complexe 2 dans C*t!. Soit L* le
fibré dual de L.

(i) Montrer que L est un fibré en droites holomorphe (indication : utiliser les transitions locales)
et montrer que L n’admet pas de section holomorphe non triviale.

(ii) Pour tout a € C**1\ {0}, montrer que la restriction & L, permet de définir une section s,
de L*. En conclure que l'espace des sections holomorphes globales de L* est de dimension au
moins n 4+ 1. Quel est le lieu d’annulation de s, dans P™ ? Etant donné k > 0, interpréter tout
polynéme homogene de degré k sur C"*! comme une section de (L*)®*.

Exercice 16. % Soit 7 : E — M un fibré vectoriel holomorphe de rang r. Pour un repeére local de
sections holomorphes sy, ...,s; sur U C M, on définit 9g : T'(AP9U @ E) — T(AP9T1U @ E), par

k k
gE ZOAj@Sj 2250&3‘(883‘.
=1 j=1

(a) Montrer que dr ne dépend pas du repere choisi et s’étend en un opérateur bien défini Op :
[(APIM @ E) — D(AP9HIM @ E).

(b) Montrer que 9% = 0.

(¢) Quel groupe de cohomologie associé & ce complexe coincide avec ’espace des sections holomor-
phes globales ?
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